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ة ال  تاسعةالمحاضر

 التكامل العقدي: 

ي العقدي
  : تعريف المنحنر

,𝑎]مستمر على مجالٍ مغلق  𝛾(𝑡)هو مجموعة المواضع المرتبة لقيمة تابع عقدي  𝑏] عندما

,𝑎]مجال ال 𝑡عندما تمسح  𝛾(𝑡)، أي هو مسار 𝑏إلى  𝑎المجال من  𝑡تمسح  𝑏]  من بدايته إلى

 نهايته. 

 

سمّي 
ُ
سمّي  𝛾(𝑎)ن

ُ
ي ون

ي موجّه من  𝛾(𝑏)بداية المنحن 
 المنحن 

ّ
، ونقول إن ي

 𝛾(𝑎)نهاية المنحن 

سمّي التابع   . 𝛾(𝑏)إلى 
ُ
.  𝛾كما ن ي

 لذلك المنحن 
ً
 وسيطيا

ً
 تمثيلا

𝛾(𝑎)إذا كانت  = 𝛾(𝑏)  .ي مغلق
 المنحن 

ّ
نا نقول إن

ّ
 فإن

: تكامل تابع  ي
 عقدي لمتحولٍ حقيق 

𝛾(𝑡)ليكن  = 𝑥(𝑡) + 𝑖𝑦(𝑡)  :ٍي عندئذ
 لمتحولٍ حقيق 

ً
 عقديا

ً
 تابعا

ي تعريف  𝛾مجموعة تعريف  .1
,𝑥تساوي تقاطع مجموعن  𝑦 . 

2. 𝑙𝑖𝑚
𝑡→𝑡0

 𝛾(𝑡)   موجودة⟺ 𝑙𝑖𝑚
𝑡→𝑡0

 𝑥(𝑡)  و 𝑙𝑖𝑚
𝑡→𝑡0

 𝑦(𝑡)    أن، و موجودتي : 

𝑙𝑖𝑚
𝑡→𝑡0

 𝛾(𝑡) = 𝐿 ⟺ 𝑙𝑖𝑚
𝑡→𝑡0

 𝑥(𝑡) = 𝑅𝑒 (𝐿)   ,   𝑙𝑖𝑚
𝑡→𝑡0

 𝑦(𝑡) = 𝐼𝑚(𝐿) 

ي حال وجود النهاية
ي ، وف 

 : تحقق المساواة هذا يعن 

𝑙𝑖𝑚
𝑡→𝑡0

 𝛾(𝑡) = 𝑙𝑖𝑚
𝑡→𝑡0

 𝑥(𝑡) + 𝑖 𝑙𝑖𝑚
𝑡→𝑡0

 𝑦(𝑡) 

3. 𝛾  مستمر عند𝑡0    أن  يكاف 𝑥, 𝑦  مستمران عند𝑡0 . 

4. 𝛾  مستمر على مجال𝐼     أن يكاف 𝑥, 𝑦  مستمران على𝐼 . 

  : ملاحظة

 مستمر حن  يكون تابع 
ً
ي منطلقه عند نقطة "يجب أن تكون هذه النقطة داخلية ا

 ". ف 

  ه مستمر على مجال مغلق إذا كان مستمر
ّ
 عند كل نقطة من داخل هذا  ا نقول عن تابعٍ إن

 . ومستمرا من اليسار عند حده الأعلىمستمرا من اليمي   عند حده الأدن  و  المجال

5. 𝛾  قابل للاشتقاق عند𝑡0     أن يكاف 𝑥, 𝑦  قابلان للاشتقاق عند𝑡0 . 

 للاشتقاق 𝛾وإذا كان 
ً
  𝑡0عند  قابلا

ّ
𝛾فإن ′(𝑡0) = 𝑥′(𝑡0) + 𝑖𝑦′(𝑡0) . 
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 يكون
ً
 للاشتقاق على مجالٍ مفتوح  𝛾 أيضا

ً
,𝑎[قابلا 𝑏[   كان  إذا وفقط إذا 𝑥, 𝑦  قابلان

  للاشتقاق على ذلك المجال. 

 للاشتقاق على مجالٍ مغلققا 𝛾 ويكون
ً
,𝑎] بلا 𝑏]   كانإذا وفقط إذا 𝛾  للاشتقاق على  قابلا

,𝑎[ المجال المفتوح  𝑏[  وقابل للاشتقاق عند𝑎  وعند ،  من اليسار.  𝑏من اليمي  

𝛾(𝑡)المعرف بالمساواة   𝛾هل التابع  : مثال = 𝑒𝑖𝑡  المجال  للاشتقاق علىقابل[0,2𝜋] . 

  لدينا  : الحل

𝛾(𝑡) = cos(𝑡) + 𝑖 𝑠𝑖𝑛 (𝑡) 

𝑥(𝑡) = cos 𝑡 ,   𝑦(𝑡) = sin 𝑡 

 
ّ
 [0,2𝜋] قابل للاشتقاق على 𝛾إن

ّ
,𝑥، وذلك لأن 𝑦  قابلان للاشتقاق على[0,2𝜋]  

ّ
لأن

cos 𝑡 , sin 𝑡  قابلان للاشتقاق علىℝ ي من
 . ℝ، وبالتالىي قابلان للاشتقاق على أي مجال جزن 

 : وإن

𝛾 ′(𝑡) = 𝑥′(𝑡) + 𝑖𝑦′(𝑡) = − sin(𝑡) + 𝑖 cos(𝑡)  

  قابل للاشتقاق على مجموعة قابلية اشتقاق الأس، كما  𝑒𝑔(𝑡)  : طريقة ثانية
ّ
 : أن

𝑑(𝑒𝑔(𝑡))

𝑑𝑡
= 𝑔′(𝑡)𝑒𝑔(𝑡) 

 : وبالتالىي 

𝛾 ′(𝑡) = (𝑒𝑖𝑡)
′

= 𝑖𝑒𝑖𝑡 

6. 𝐹(𝑡)  تابع أصلىي لــ𝑓(𝑡)  على مجال𝐼     أن يكاف 𝐹′(𝑡) = 𝑓(𝑡)  ∶ ∀𝑡 ∈ 𝐼  وهذا ،

ي أن 
𝐹(𝑡)يقتض  = 𝑋(𝑡) + 𝑖𝑌(𝑡)  تابع أصلىي لــ𝑓(𝑡) = 𝑥(𝑡) + 𝑖𝑦(𝑡)  على

 𝑦(𝑡)لـ ـ ا أصلي ا تابع 𝑌(𝑡)، و 𝐼على  𝑥(𝑡)لــ  ا أصلي ا تابع 𝑋(𝑡)  كان  إذا وفقط إذا  𝐼مجال 

 . 𝐼على 

 مثال: 

𝐹(𝑡) = sin 𝑡 + 𝑖 𝑙𝑛 (𝑡)  هو تابع أصلىي لــ𝑓(𝑡) = cos 𝑡 + 𝑖
1

𝑡
,0[على المجال   ∞[ . 

 مثال: 

𝐹(𝑡) = sin 𝑡 + 𝑖 𝑙𝑛 |𝑡|  هو تابع أصلىي لــ𝑓(𝑡) = cos 𝑡 + 𝑖
1

𝑡
على المجموعة المفتوحة  

] − ∞, 0[∪]0, ∞[ . 

7. 𝑓(𝑡) = 𝑥(𝑡) + 𝑖𝑦(𝑡)   كمول على مجال[𝑎, 𝑏]  كان   وفقط إذا  إذا𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡) 

,𝑎]على كمولي    𝑏] . ي حال
 :  قابلية المكاملة يكونوف 
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∫ 𝑓(𝑡)
𝑏

𝑎

𝑑𝑡 = ∫ 𝑥(𝑡)
𝑏

𝑎

𝑑𝑡 + 𝑖 ∫ 𝑦(𝑡)
𝑏

𝑎

𝑑𝑡  

هنة   𝑓 إذا كان : مبر
ً
 تابعا

ً
 على  عقديا

ً
,𝑎]مستمرا 𝑏]  

ّ
,𝑎]كمول على   𝑓فإن 𝑏] . 

هنة:     𝑓 إذا كان مبر
ً
 تابعا

ً
 على  عقديا

ً
,𝑎]مستمرا 𝑏] و  ، 𝐹(𝑡)   على تابع أصلىي[𝑎, 𝑏]   

ّ
 :  فإن

∫ 𝑓(𝑡)
𝑏

𝑎

𝑑𝑡 = 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎) = [𝐹(𝑡)]𝑎
𝑏 

∫   احسب التكامل التالىي  : مثال
1

1+𝑖𝑡

1

0
𝑑𝑡 . 

 الحل: 

ب ب طريقة أولى:   : نجد  بمرافق المقامالمكامل بسط ومقام ض 

∫
1

1 + 𝑖𝑡

1

0

𝑑𝑡 = ∫
1 − 𝑖𝑡

1 + 𝑡2

1

0

𝑑𝑡 = ∫
1

1 + 𝑡2

1

0

𝑑𝑡 − 𝑖 ∫
𝑡

1 + 𝑡2

1

0

𝑑𝑡 

                         = [𝐴𝑟𝑔 𝑡𝑔 (𝑡)]0
1 − 𝑖 [

1

2
ln(1 + 𝑡2)]

0

1

 

                         = [
𝜋

4
− 0] −

𝑖

2
[ln 2 − 0] =

𝜋

4
− 𝑖

𝑙𝑛 2

2
 

 طريقة ثانية: 

𝑔(𝑡)ليكن  = 1 + 𝑖𝑡  عندئذ فإن ،𝑔([0,1])  1,1]تساوي القطعة المستقيمة + 𝑖] بما أن .

ي  𝑔([0,1])قابل للاشتقاق على  ، وبالتالىي −ℂ\𝑂𝑥تحليلىي على  𝐿𝑜𝑔الفرع الرئيسي 
 المحتواة ف 

ℂ\𝑂𝑥− فإن ،𝐿𝑜𝑔 ∘ 𝑔  ويعطى مشتقه بالمساواة[0,1]مجالٍ القابل للاشتقاق على ، : 

𝑑

𝑑𝑡
(𝐿𝑜𝑔 (1 + 𝑖𝑡)) =

𝑖

1 + 𝑖𝑡
 

بالنتيجة فإن التابع 
1

𝑖
𝐿𝑜𝑔 (1 + 𝑖𝑡)   تابع أصلىي لـ

1

1+𝑖𝑡
 : . وبالتالىي فإن[0,1]على المجال  

∫
1

1 + 𝑖𝑡

1

0

𝑑𝑡 =
1

𝑖
[𝐿𝑜𝑔 (1 + 𝑖𝑡)]0

1 =
1

𝑖
[𝐿𝑜𝑔 (1 + 𝑖) − 𝐿𝑜𝑔 (1)] 

=
1

𝑖
[(ln|1 + 𝑖| + 𝑖

𝜋

4
) − 0] =

𝜋

4
− 𝑖 ln √2 =

𝜋

4
− 𝑖

ln 2

2
 

  ملاحظة: 
ّ
ي بعدد عقديالأول هو تركيب لتابعي    𝑒𝑔(𝑡)إن

ي هو  يقرن كل متحول حقيق 
والثان 

𝑡  . أي :  . التابع الأسي العقدي الذي يقرن كل عدد عقدي بعددٍ عقدي ⟶
𝑔

𝑔(𝑡) ⟶
𝑒 𝑧

𝑒𝑔(𝑡) 
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∫أوجد   : تمرين 𝑒𝑖𝑡
𝜋

2
0

𝑑𝑡 . 

∫ 𝑒𝑖𝑡

𝜋

2

0

𝑑𝑡 = [
1

𝑖
𝑒𝑖𝑡]

0

𝜋

2

=
1

𝑖
[𝑒𝑖

𝜋

2 − 𝑒𝑖0] =
1

𝑖
[𝑖 − 1] = 1 + 𝑖 

 

ة التاسعة  ... ...انتهت المحاض 

 

 

 

 

 

 

 


